Zur einheitlichen Feldtheorie.

Von A. EINSTEIN.

In zwei jingst erschienenen Abhandlungen' habe ich zu zeigen versucht, da8
man zu einer einheitlichen Theorie der Gravitation und Elektrizitit dadurch
gelangen kénne, dal man dem vierdimensionalen Kontinuum auBer einer
Riemaxn-Metrik noch den »Fernparallelismus« als Eigenschaft zuschreibt. In
der Tat gelang es auch, dem Gravitationsfelde und dem elektromagnetischen
Felde eine einheitliche Deutung zu geben. Dagegen fiihrte die Ableitung
der Feldgleichung aus dem Hamirroxschen Prinzip auf keinen einfachen und
vollig eindeutigen Weg. Diese Schwierigkeiten verdichteten sich bei ge-
nauerer Uberlegung. Es gelang mir aber seitdem, einen befriedigenden Weg
zur Ableitung der Feldgleichungen zu finden, den ich im folgenden mitteile.

§ 1. Formale Vorbereitungen.

Ich benutze die Bezeichnungen, welche neulich Hr. Werrzessdcx in seiner
Arbeit dber den Gegenstand vorgeschlagen hat®. Die v-Komponente des s-ten
Beins des n-Beins wird also mit /4" bezeichnet, mit ‘4, die zugehoérigen nor-
mierten Unterdeterminanten. Die lokalen n-Beine sind alle »parallel« ge-
stellt. Parallele und gleiche Vektoren sind solche, welche — auf ihr lokales

n-Bein bezogen -— gleiche Koordinaten haben. Die Parallelverschiebung
eines Vektors wird durch die Formel
S§A* = — A A*da® = —sh**h, 5 A*da?

gegeben, wobei in ‘%, ; dns Komma andeuten soll, das nach ° im gewdhn-
lichen Sinne differenziert werden soll. Der aus den (in « und 8. nicht sym-
metrischen) A%4; gebildete »Riemannsche Kriimmungstensor« verschwindet
identisch. _

Als »kovariante Differentation« verwenden wir nur jene, welche mittels
der A gebildet ist. Sie sei nach der Geptlogenheit der italienischen Mathe-
matiker durch ein Semikolon bezeichnet, also

A, =A4, . —A A

Au;r E A“.r +A‘!A:7.
Da die ‘A, sowie die g,, (== ‘A,°A,) und die g verschwindende kovariante Ab-

leitungen haben, kénnen diese GroBen als Faktoren mit dem kovarianten
Differentiationszeichen beliebig vertauscht werden.

1 Diese Berichte VIII. 28 und XVII. 28,
2 Diese Berichte XXVI. 28,



Einsrerx: Zur einheitlichen Feldtheorie 3
Von der bisherigen Bezeichnungsweise weiche ich dadurch ab, daB ich

; I . .
den Tensor A (unter Weglassung des Faktors 2»-) durch die Gleichung

AS, = AL, — A%
definiere.

Der Hauptunterschied gegen die geliufigen Formeln des absoluten Dif-
ferentialkalkiils, welchen die Einfilhrung eines unsymmetrischen Verschiebungs-
gesetzes mit sich bringt, liegt in der Divergenzbildung. Es sei I'." ein
beliebiger Tensor mit dem oheren Index ¢. Seine kovariante Ableitung lautet,
wenn wir nur das auf den Index & beziigliche Erginzungsglied hinschreiben,

T .= e TTALL
o d .
Multipliziert man die Gleichung mit der Determinante /4, nachdem man sie nach
o

5 und 7 verjingt Lat, so erhdlt man nach Kinfilhrung der Tensordichte ¥

auf der rechten Seite
aT

RT 7 =+ T TAL

: da
Das letzte Glied der rechten Seite fehlt, wenn das Verschiebungsgesetz sym-
metrisch ist. Es ist selbst eine Tensordichte, ebenso daher auch die tibrigen
Glieder der rechten Seite zusammen, welche wir in Ubereinstimmung mit
der iblichen Bezeichnungsweise als die Divergenz der Tensordichte T be-
zeichnen und

%. : ,[.-
schreiben wollen. Man erhilt dann
AT 5, =27 +3 780 (1)

Endlich wollen wir noch eine Bezeichnung einfiihren, die.— wie mir scheint —
die Obersichtlichkeit erhdht. Ich will manchmal das Heraufziehen bzw. Hinunter-
ziehen eines Index dadurch andeuten, daBl ich den betreffenden Index unter-
streiche. Ich bezeichne also z. B. mit (A%.) dem zu (47,) gehorigen rein kontra-
varianten, mit (\%)) den zu (A]) gehdrigen rein kovarianten Tensor.

§ 2. Ableitung einiger Identititen.
Das Verschwinden der »Krimmung« wird durch die Identitit

0= _Allzl,m+AA'.'m,l+A.ilAkfm—A:m Al:l (2)

~ausgedriickt. Diese Identitiit benutzen wir, um eine solche abzuleiten, welcher
der Tensor A geniigt. Man bilde die beiden Gleichungen, welche aus (1)
durch zyklische Verschiebung der Indizes %/m entstehen und addiere die drei

Gleichungen. Dann erhilt man durch passende Zusammenfassung unmittelbar
die Identitit

0= (M. m+ Am 1+ A,i.k, D (AL AL+ ALAL A+ Al AL .
Sitrungaber. phya-math. K1, 1929. 2
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Diese Gleichung formen wir dadurch um, daB wir statt der gewdhnlichen
Ableitungen des A die kovarianten Ableitungen einfilhren. So ergibt sich
nach passender Zusammenfassung der Glieder miihelos die Identitit

0= (A;:z; m A;m;k -+ A:;.k; ) (Aia A+ AL AL+ AL AD) (3)

Dies ist eben die Bedingung dafiir, da8 sich die A in der angegebenen Weise
durch die 4 ausdriicken lassen.

Durch einmaliges Verjiingen von (3) erhilt man, indem man fiir A, der
Kiirze halber ¢, setzt, die fir das Folgende wichtige Identitit

O =AMt Ore— Prs1— P dir - (3a)

Diese formen wir noch um, indem wir die in £ und / antisymmetrische
Tensordichte
By = h(Af+ 10 — i) (4)

einfilhren. (3a) geht dann in die einfache Form iiber
(B =0 (3b)

Die Tensordichte By erfiillt noch eine zweite Identitit, welche fiir das Folgende
von Bedeutung ist. Wir stiitzen uns zu deren Ableitung auf folgendes Ver-
tauschungsgesetz der Divergenzbildungen bei Tensordichten von beliebigem
Range: ' .

A :tk/i/k_' A :‘k/k/i =—(U :'kAi’k)/.— . (5)

Die Punkte bei A bedeuten beliebige Indizes, die in allen drei Gliedern der
Gleichung dieselben sind, nimlich diejenigen, welche bei den Divergenz-
bildungen nicht betroffen werden.

Der Beweis von (5) stiitzt sich auBer auf die Definitionsformel
W = AT AU TIAL AT A 6)

insbesondere auf die Identitit (2). Gleichung (5) hingt eng zusammen mit
dem Vertauschungsgesetz der kovarianten Differentiation, das ich der Voll-
stindigkeit halber ebenfalls angeben will. Sei I' ein beliebiger Tensor, dessen
Indizes ich der Bequemlichkeit halber weglasse, so gilt

T;i;lt‘—T;k;i E—T;rAi‘.;:‘ (7)

Von der Identitit (5) machen wir nun Anwendung auf die Tensor-
dichte By,, deren untere Indizes wir heraufgezogen denken. Wir finden so
als einzige nicht triviale Identitit

By — Biyan = — (B AL)-
welche man mit Riicksicht auf (3b) auf die Form bringen kann

(%glﬂ_ %7_&:‘3 A:r)/a = 0. (8)
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§ 3. Die Feldgleichungen.

Nachdem ich die Identitit (3b) entdeckt hatte, war es mir klar, daB
bei einer natiirlichen einschrinkenden Charakterisierung einer Mannigfaltigkeit
von der ins Auge gefaBten Art die Tensordichte By eine wichtige Rolle spielen
miisse. Da deren Divergenz 58,5‘,,,, identisch verschwindet, war es der nichst-
liegende Gedanke, die Forderung aufzustellen (Feldgleichungen), da3 auch die
andere Divergenz B[, verschwinden solle. So gelangt man in der Tat zu
Gleichungen, die in erster Ndaherung das bekannte Vakuumfeldgesetz der
Gravitation liefern, wie es aus der bisherigen allgemeinen Relativititstheorie
bekannt ist.

Dagegen ergab sich so keine Vektorbedingung fiir die ¢,, derart, daB
alle ¢, mit verschwindender Divergenz mit jenen Feldgleichungen vereinbar
waren. Dies beruht darauf, da in erster Niherung (wegen Vertauschbarkeit
des gewdohnlichen Differenzierens) die Identitiit

By = Biyap

besteht, die GroBe auf der rechten Seite aber wegen (3b) identisch ver-
schwindet. Dadurch entfallen nimlich 4 Gleichungen des Systems B, = o.

Ich erkannte aber, dafl diesem Mangel leicht abgeholfen werden konnte,
indem man statt des Verschwindens von By, die Gleichung

—sglfz/z =0
postuliert, in welcher By den von By; beliebig wenig abweichenden Tensor
By = Biy— ch(did5 — 0V (9)

bedeutet'. Dann erhdlt man nimlich gerade die MaxwerLschen Gleichungen
(alles in erster Niherung), wenn man die Divergenz der Feldgleichungen
(nach dem Index «) bildet. Daneben erhidlt man — indem man zur Grenze
¢ = o iibergeht — nach wie vor die Gleichungen ¥B;;;, = o, welche eben in
erster Néherung das richtige Gravitationsgesetz liefern.

Die Feldgleichungen der Elektrizitit und Gravitation werden also in
erster Ndherung durch den Ansatz

%1?1/1 =0

richtig geliefert mit der zuziiglichen Bedingung, daB zum Limes ¢ = o iiberzu-
gehen ist. Dabei bringt es das Bestehen der (in erster Niherung giiltigen)
Identitit

By =0 (8a)

mit sich, daB in den Feldgleichungen der ersten Niherung eine Scheidung
der Gesetze fiir Gravitation einerseits, Elektrizitit anderseits auftritt, welche
[rennung ja einen so charakteristischen Zug der Natur darstellt.

! Es ist dies ja die Methode, die immer angewendet wird, um in singulren Fillen auf-
tretende Degenerationen aufzuheben.
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Es galt nun, jene an der ersten Niherung gewonnene Erkenntnis fiir
die strenge Betrachtung nutzbar zu machen. Es ist klar, daB wir auch hier
von einer Identitit auszugehen haben, welche (8a) entspricht. Dies ist
offenbar die Identitit (8), zumal beide Identititen auBer auf (3b) auf einem
Vertauschungssatz der Differentiationsoperationen beruhen.

Wir haben also als Feldgleichungen

%fw—%i:!\ﬁ =0 (10)

anzusetzen, mit der Vorschrift, nachtriglich (d. h. nach Vornahme der Operation
»[w«) zu € = O iberzugehen. Man erhilt so, wenn man die linke Seite von
(10) mit ®** bezeichnet, die Feldgleichungen

®** = o, (10a)

%@"’l, =o. (10b)

(10b) liefert mit Riicksicht auf (8) und (9) zundchst
{7 (¢85 — ¢3S ]p— 1o (98] — ¢.0) A} = O
Wir fihren nun voriibergehend zur Abkiirzung die Tensordichte

Wiy = A (¢ — #19%)
ein. GemdB (5) ist
%Zyz/a = mfyaﬂ - (mfz Al’a)]r s

so daB3 die auszurechnende Gleichung auch in der Korm
(Bl — B AL — W, A7) = ©0

geschrieben werden kann, in welcher Gleichung sich die heiden letzten Glieder
wegheben. Durch unmittelbare Ausrechnung ergibt sich

bt = D (Pgy o — Pasz) -
Die umgeformten Gleichungen (10b) lauten also

[h((Plf;s—(Pmk)]/a:o’ (II)
welches Gleichungssystem zusammen mit
Bi—Bi A% =0 (104)

das vollstindige System der Feldgleichungen bildet.

Wiren wir statt von (10) direkt von (10a) ausgegangen, so hitten wir
die »elektromagnetischen« Gleichungen (11) nicht erhalten. Auch wiirden
wir keinen Anhaltspunkt dafiir haben, daB die Systeme (11) und (10a) mit-
einander vereinbar sind. So aber scheint es sicher zu sein, daB diese Glei-
chungen miteinander vertriiglich sind, da die urspriinglichen Gleichungen (10)
sechzehn Bedingungen fiir die sechzehn GréBen ‘h, sind. Zwischen diesen
sechzehn Gleichungen (10) bestehen notwendig 4 Identititen wegen der all-
gemeinen Kovarianz dieser Gleichungen. Zwischen den 20 Feldgleichungen
(11), (10a) bestehen also im ganzen 8 identische Relationen, von denen im
Text allerdings nur 4 explizite angegeben sind.
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DaB die Gleichungen (10a) in erster Niherung die Gravitationsgleichun-
gen enthalten, die Gleichungen (11) (in Verbindung mit der Existenz eines
Potentialvektors) die Maxwrrischen Gleichungen fiir das Vakuum, ist schon
gesagt worden. Ich habe auch zeigen konnen, daBl umgekehrt zu jeder
Losung dieser Gleichungen ein den Gleichungen (10a) geniigendes Z-Feld
existiert!. Durch Verjiingung der Gleichungen (10a) erhiilt man eine Diver-
genzbedingung fir das elektrische Potential

] I e ak
fn—— Bi:A, =0 (12)
(2f' = By = 2h¢)

Eine tiefere Untersuchung der Konsequenzen der Feldgleichungen (11),
(10a) wird zu zeigen haben, ob die Riemanx-Metrik in Verbindung mit dem
Fernparallelismus wirklich eine addquate Auffassung der physikalischen
Qualititen des Raumes liefert. Nach dieser Untersuchung ist es nicht un-
wahrscheinlich.

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Hrn. Dr. H. Mo~tz fir die miih-
same strenge Berechnung des zentralsymmetrischen Problems auf Grund des
Hamronschen Prinzips zu danken; durch die Ergebnisse jener Untersuchung
wurde mir die Auffindung des hier beschrittenen Weges nahegebracht. Ebenso
danke ich an dieser Stelle dem »Physikalischen Fond«, welcher mir es wih-
rend der letzten Jahre ermdoglicht hat, einen Forschungsassistenten in der
Person des Hrn. Dr. GrommMer anzustellen.

Nachtrag zur Korrektur. Die in dieser Arbeit vorgeschlagenen Feld-
gleichungen sind formal gegeniiber sonst denkbaren so zu kennzeichnen. KEs
ist durch Anlehnung an die Identitit (8) erreicht worden, da die (16) GréBen
*h, nicht nur 16, sondern 20 selbstindigen Differentialgleichungen unterworfen
werden konnen. Unter »selbstindig« ist dabei verstanden, daB keine dieser
Gleichungen aus den iibrigen gefolgert werden kann, wenn auch zwischen
ihnen 8 identische (Differentiations-) Relationen bestehen.

! Dies alles nur, soweit es sich um die linearen Gleichungen der ersten Approximation
handelt.



